NMSA334: cviceni 9 — stacionarni rozdéleni

Definice 9.1: Necht {X;,t > 0} je Markoviv Fetézec se spojitym ¢asem, dis-
krétni mnoZinou stavit S a maticemi pravdépodobnosti pfechodu P(t), ¢t > 0.
Vektor n = {n; > 0 : i € S} takovy, ze nTP(t) = T, t > 0, se nazyva
invariantni mira procesu {X;,t > 0} na S vzhledem k {P(¢t),¢ > 0}. Pravdé-
podobnostni rozdéleni w = {m; > 0:i € S}, které spliuje 7T P(t) = T, ¢ > 0,
se nazyva staciondrni rozdéleni daného fetézce.

Definice 9.2: Pravdépodobnostni rozdéleni @ = {a; : i € S} na S se nazyva
limitnd rozdélend, jestlize lim; ., p;;(t) = a; pro vSechna i,j € S.

Véta 9.1: Pokud existuje limitni rozdéleni Markovova fetézce, je to stacionarni
rozdéleni.

Véta 9.2: Necht {X;,t > 0} je Markoviiv Fetézec se spojitym ¢asem a matici
intenzit Q. Jestlize vnoreny fetézec je nerozlozitelny a ma vsechny stavy trvalé,
potom existuje invariantni mira 1, ktera je urcena jednozna¢né (az na multipli-
kativni konstantu) jako feseni soustavy nTQ = 0T a 0 < 7n; < 0o pro vsechna
J €S Jestlize a =}, gn; < oo, potom w = {m; : j € S}, kde m; =1n;/a, je
stacionarni a zaroven limitni rozdéleni fetézce.

Piiklad 9.1: Uvazujme Markoviiv Fetézec se spojitym ¢asem a mnoZzinou stavi
{0,1}, ktery ma matici intenzit
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Urcete stacionarni rozdéleni fetézce.

Piiklad 9.2: Na stavbé pracuje N svafeci, ktefi ndhodné a nezavisle odebiraji
proud. Svéaie¢, ktery v ¢ase t neodebira proud, za¢ne v intervalu (¢, ¢+ h| proud
odebirat s pravdépodobnosti Ah 4 o(h); svafeé, ktery v ¢ase t proud odebiral,
ukoné¢i odbér v intervalu (¢,t + h| s pravdépodobnosti ph + o(h). Necht X,
znaCl pocet svarect, ktefi v Case t odebiraji proud. Najdéte matici intenzit
Markovova fetézce {X¢,t > 0} a urcete staciondrni rozdéleni.

Priiklad 9.3: V obchodé pracuji tii prodavacky. Pokud prodavacka pravé né-
koho obsluhuje, pak pravdépodobnost, ze zakaznika doobslouzi v ¢asovém in-
tervalu (¢, t+ h] a nikoho obsluhovat nebude, je 3h 4+ o(h). V intervalu (¢, t + h]
pfijde jeden zdkaznik s pravdépodobnosti 2h 4 o(h), dva nebo vice s pravdépo-
dobnosti o(h) a zaden s pravdépodobnosti 1 — 2h + o(h). Pfedpoklddejme, ze

zakaznici prichdzeji zaméstnavat jednotlivé prodavacky nezavisle a rovnéz ony
se chovaji nezavisle na svych kolegynich. Pokud vSechny prodavacky obsluhuji,
nové pfichozi zdkaznik odchazi neobslouzen. Bud {X;,¢t > 0} Markoviv Feté-
zec udavajici pocet prodavacek obsluhujicich zdkazniky v ¢ase t. Najdéte matici
intenzit fetézce {Xy,t > 0}. Uréete rozdéleni poétu obsluhujicich prodavadek
v ustaleném rezimu (tj. limitni rozdéleni Fetézce). Jaka je pravdépodobnost, Ze
v ustaleném rezimu Zadné z prodavacek neobsluhuje zdkaznika?

Piiklad 9.4: Na horskou chatu spolu vyjeli t¥i kamaradi. P¥i pfijezdu na
chatu v ¢ase t = 0 je jeden z nich nemocny. Vlastnosti nemoci jsou takové,
ze jsou-li spolu zdravy a nemocny jedinec, pak ten nemocny nakazi zdravého
v ¢asovém intervalu (t,t + h] s pravdépodobnosti £k + o(h). Jedinec nemocny
v CGase t se naopak uzdravi v ¢asovém intervalu (t,¢ + h] s pravdépodobnosti
$h+o(h). Uzdravovani a infikovani jednotlivych jedincii probihd nezavisle (na-
kazeny=infikovany=nemocny). Zdravy jedinec nemtize nakazit nikoho. Necht
Markoviv fetézec {X;, ¢ > 0} udava pocet nemocnych kamarddi na chaté
v Case t. Uréete matici intenzit pfechodu fetézce {X;,t > 0}. Spoctéte matici
pravdépodobnosti pfechodu vnotfeného fetézce. Spoctéte staciondrni rozdéleni
fetézce. Jaka je stfedni hodnota doby setrvani fetézce v pocateénim stavu?

Piiklad 9.5: Uvazujme matici
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kde 0 < p < 1 a p+ q = 1. Predpokladejme, ze @ je matice intenzit Marko-
vova Fetézce se spojitym casem a spocetnou mnozinou stavii. Rozhodnéte, zda
existuje stacionarni rozdéleni.

Priklad 9.6: Uvazujme Markoviv fetézec s matici intenzit
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Urcete matici pravdépodobnosti pfechodu ve vnofeném fetézci. Rozhodnéte,
zda vSechny stavy vnotfeného Fetézce jsou trvalé. Zjistéte, zda existuje staci-
onarni rozdéleni vnoreného fetézce. Pokud ano, tak ho urcete. Zjistéte, zda
existuje stacionarni rozdéleni fetézce s matici intenzit Q. Pokud ano, tak ho
urcete.



